K.W. Johansen y el origen del calculo plastico en las cascaras

La primera cascara cilindrica larga de cubierta apare-
ce en Alemania en 1924, para cubrir un edificio per-
teneciente a la compaiiia Zeiss.

Hasta los afios 20, concretamente en Alemania, el
comportamiento estructural de las cascaras delgadas
de hormigén se venia estudiando como si de «mem-
branasy se trataran. Estos estudios determinaron que
si los esfuerzos existentes en una cascara delgada,
pero lo suficientemente rigida, fueran exclusivamen-
te de compresion, traccion y tangencial, todos ellos
contenidos en el espesor de la cascara y sin existir en
ningln caso esfuerzos de flexion, el espesor de la 1a-
mina podria ser muy pequeio, hasta unos pocos cen-
timetros, con tal de que su forma y sus condiciones
de sustentacion satisficieran ciertas condiciones fun-
damentales. Obviamente el material que se ajustaba a
este modelo matematico era el hormigén armado, por
su capacidad moldeable, incluyendo en su interior ar-
maduras de refuerzo para contrarrestar esfuerzos de
traccion y cortante. Sin embargo, para ello, era nece-
sario cumplir con una serie de premisas referentes al
modo de sustentacion. Por esta razon, y para que las
ecuaciones de equilibrio siguieran siendo validas tras
la deformacion de la cascara, los desplazamientos
debian ser pequefios en comparacion con su espesor.

Tras la Primera Guerra Mundial, las cascaras cilin-
dricas de cubierta se impusieron como tipologias es-
tructurales capaces de cubrir grandes luces con un
gasto minimo de material; surgiendo un nuevo siste-
ma estructural de cubricion, ideal para espacios de
tipo utilitario, tales como estaciones, almacenes, na-
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cilindricas largas de cubierta
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ves y hangares, etc., en definitiva, espacios que hasta
el momento se construian en acero (figura 1).

A partir de los ailos 20, confluyeron dos condicio-
nes claves que determinaron el origen del calculo es-
tructural de las cdscaras cilindricas largas; por un
lado, urgia establecer un método de calculo debido al
auge constructivo y, por otro, coincidié con un mo-
mento caracterizado por un significativo aprecio por
las matematicas.

Estos hechos repercutieron enormemente en los
métodos de célculo surgidos, aplicados al andlisis es-
tructural de las cascaras cilindricas largas y basados
en el método matematico de referencia: la Teoria de
la Elasticidad.

APLICACION DE LA TEORIA ELASTICA AL CALCULO
ESTRUCTURAL DE LAS CASCARAS CILINDRICAS LARGAS
DE CUBIERTA

El aporte revelador de la escuela alemana fue el ori-
gen, y posterior desarrollo, del calculo estructural de
las céscaras cilindricas largas de cubierta, basado en
el marco teorico de referencia del momento: la Teo-
ria de la Elasticidad.

La aplicacion de la teoria de la elasticidad al cal-
culo estructural de estas tipologias fue desarrollada
en el decenio de 1930, en Alemania, gracias a la la-
bor de los ingenieros Fr. Dischinger (Dischinger
1928a; 1930b; 1935¢c; 1936d) y U. Finsterwalder
(Finsterwalder 1932a; 1935b; 1936¢), y posterior-
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Figura 1

Cascaras cilindricas largas de la cubierta, en construccion,
del Dywidaghalle. Fr. Dischinger y U. Finsteerwalder.
1.926. «Die Dywidag-Halle auf der Gesolei». Der Bauinge-
nieur 7, figura 3, pp. 929, 930.

mente del noruego A. Aas Jakobsen (Jakobsen
1937a; 1939b).

A pesar de la repercusion constructiva que desperta-
ron, el principal problema seguia siendo la dificultad
que poseian los ingenieros del momento para formular
analiticamente su comportamiento estructural y resol-
ver las ecuaciones surgidas del proceso matematico.

La determinacion del problema matematico, pro-
porcionada por las ecuaciones de equilibrio, se con-
vertia en indeterminada cuando la céscara se unia a
otros elementos estructurales deformables, tales
como vigas de borde, otras cascaras analogas y conti-
guas, etc. En estos casos, el problema se convertia en
hiperestatico, por lo que no bastaban las ecuaciones
de equilibrio para resolver el problema, siendo nece-
sarias otras ecuaciones derivadas de teoremas de tra-
bajo que aumentaban considerablemente la compleji-
dad del desarrollo matematico.

Gracias a los estudios realizados por los ingenieros
Finsterwalder (Finsterwalder 1932) y Dischinger
(Dischinger 1935), se determino la existencia de mo-
mentos flectores debidos a la presencia de nuevos es-
fuerzos en el borde de la cascara, como consecuencia
de la ubicacion del elemento de borde. Ante ello, la
formulacién matematica aportada por la teoria anali-
tica, tan enraizada en este momento y referida a ma-
teriales ideales, homogéneos e isotropos, que respon-
dian a la ley de Hooke, fue aplicada igualmente al
calculo estructural de las cascaras cilindricas largas
de hormigdén armado, sin detenerse a analizar las ca-
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racteristicas propias del nuevo material constructivo;
por lo que, tras el calculo, se conseguia obtener cas-
caras perfectas, realizadas con un material ideal, pero
no reales.

En 1935, Dischinger, apoyandose en los estudios
previos de Finsterwalder, logra obtener una teoria ri-
gurosa de célculo estructural analitico para las casca-
ras cilindricas basandose en los principios de la teo-
ria de la elasticidad (Dischinger 1935).

A pesar de su enorme complejidad matematica, el
método de calculo se convirti6 en sindnimo de exacti-
tud, gracias al cual era posible conocer, con precision,
el estado tensional en cada punto de la céascara, a partir
de la resolucion de ecuaciones diferenciales de octavo
orden de gran complejidad matematica (figura 2).

Por tanto, parecia que el comportamiento estructu-
ral de las céscaras cilindricas largas habia sido defi-
nido al fin. Sin embargo, la realidad resulté ser muy
distinta puesto que, para poder proceder en la practi-
ca, fue necesario introducir una serie de hipdtesis de
tal importancia que se obvié que éstas eran legitimas,
siempre y cuando no implicasen contradiccion con
los resultados reales.

1. Aufatellen der Differeatialgleichungen.
Aus den GlelchgewicMabedingungen des Flichenelementos
Zylinderschale dsdx gegen Verschicben und Verdreben
sich die bateh sechs Gleichonges:
3N.ds 2 Nyg dx+ Xdsdz =0
biersas (1) N)4 N,, 4 Xa=0,
N, dz 42N,y de—Qpdxdyp— Ydedz=0
biersas (1b) N, 4 N}, — Q4 Fa=0,
Qpdx 4+ 3Q,ds4 Nydsdg 4 Zdsdzs =0
bierass (l¢) @, 4+ Qi+ Ny + Za=0,
My dz 4o M,,d1— Q,dzds=0
biersas (14) M, 4+ M;, — Q,a=0,
M, ds 4 M, ,dx = Q,dsdx=0
hiersas (leo) M)+ M,, — Q.a=
Nyydzds — N, ,dvdz 4 M, dzdg=

m

berass (1f) a(N,, —N,))+ M,, =0.

Figura 2

Ecuaciones diferenciales debidas a las condiciones de equi-
librio de un elemento superficial de una cascara cilindrica.
(Dischinger 1935).
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K.W. Johansen y el calculo plastico de cascaras cilindricas

Un estado estructural en el que, por una parte, se
obviaba las posibles imperfecciones acontecidas du-
rante la construccion de la cascara, sumado a la consi-
deracion de un Unico y constante modulo de elastici-
dad para toda la estructura, no podia ser considerado
como real. El sentido del término «real» de una es-
tructura significa un estadio accidental acontecido por
la reaccion entre la estructura y su entorno. En este
sentido, los tres principales problemas surgidos fueron
sin duda: la alta dificultad que entrafiaba resolver las
ecuaciones diferenciales de octavo orden, la contradic-
cion entre esa dificultad y la forma de dimensionar la
cascara y el refuerzo, por lo que todo el minucioso y
complejo trabajo matematico desarrollado perdia im-
portancia; y, en tercer lugar, los resultados obtenidos
por el calculo elastico diferian de los obtenidos en en-
sayos sobre estructuras reales (figura 3).

En consecuencia, la teoria de la elasticidad no po-
dia garantizar la certeza de sus resultados mas que en
la medida de la exactitud de las hipotesis que se hu-
bieran establecido previamente.

ORIGEN Y APLICACION DEL ANALISIS LIMITE AL
CALCULO ESTRUCTURAL DE LAS CASCARAS CILINDRICAS
LARGAS DE CUBIERTA

Aunque las hipdtesis de la teoria elastica parecian ra-
zonables, el sentido comun indicaba que un defecto o
imperfeccion trivial en la cascara, o al menos impre-
decible, no podia afectar a su resistencia. Por tanto,
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Figura 3

Puesta en carga de un modelo de cascara cilindrica larga.
(Morice 1952)
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el calculo de tensiones elasticas no era relevante para
predecir la resistencia real de las cascaras cilindricas
de hormigoén armado.

La resistencia de una estructura real, construida
con un material dictil como es el hormigén armado,
no depende de que aparezca la tension eldstica limite
en un punto de ella, sino por el inaceptable creci-
miento de las deformaciones debidas a la accion de
las cargas. Por ello, el cambio del pensamiento elds-
tico al plastico, no fue consecuencia de la evolucion
de un método a otro, sino debido a las insuficiencias
de la teoria anterior, en este caso la elastica.

Origen de los estudios sobre plasticidad.

Hasta bien entrado el s. XX, las explicaciones mas
obvias y comprobadas, de cualquier fenémeno es-
tructural, se desechaban por ser «poco cientificas» si
no iban acompafiadas de su correspondiente desplie-
gue formulistico, basado en la teoria de la elastici-
dad. No obstante, las ideas no-lineales no se perdie-
ron de vista, aunque cuando eran mencionadas eran
consideradas como curiosidad cientifica.

El hiingaro Gabor Kazinczy (1888-1964) fue el
primer ingeniero que baso el calculo de la plasticidad
de las estructuras no so6lo en teorias, sino en datos
empiricos obtenidos a partir de ensayos. En 1914 lo-
gré demostrar que el calculo de tensiones elasticas
no era relevante para predecir la resistencia real de
una estructura de acero (Kazinczy 1914).

Posteriormente, en 1933, Kazinczy publicd otro
articulo referente a la plasticidad del hormigén arma-
do (Kazinczy 1933); donde propone el concepto de
redistribucién de los momentos de flexion simple,
basado en el comportamiento plastico, tanto del ace-
ro como del hormigon (figura 4).

La rotura de la viga debia producirse, segun la teo-
ria de la elasticidad, con una carga que resultase de
aumentar la admisible por un factor de seguridad; sin
embargo, experimentalmente esto no sucedi6 asi al
poderse incrementar la carga considerablemente sin
que la viga llegase a su estado limite de rotura. En el
momento de producirse el colapso, el reparto de mo-
mentos no tenia por qué coincidir con lo determinado
por la teoria analitica; de hecho, en el estado de rotu-
ra, este reparto se produjo con el mismo valor en las
tres secciones criticas de la viga. Al variar la recta de
cierre del diagrama isostatico se puede conseguir la
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Figura 4

Diferencia entre los momentos flectores de una viga conti-
nua de hormigén armado, segun la teoria de la elasticidad y
la teoria de la plasticidad. (Kazinczy 1933).

distribucion de momentos que se considerase mas
conveniente, siempre y cuando se dispusieran las ar-
maduras de acuerdo con dicha eleccion.

Tres afios mas tarde, en 1936, confluyen dos he-
chos significativos en relacion al estudio de los mé-
todos plastico: las relevantes ponencias sobre plasti-
cidad aportadas en el Segundo Congreso del IABSE,
en Berlin, y los teoremas de la plasticidad anuncia-
dos por el ruso A. A. Gvozdev.

A pesar de existir un pensamiento conformista, y
generalizado, en el campo tedrico de las estructuras
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referente a la teoria de la elasticidad, el Congreso de
Berlin, celebrado en 1936, supuso un acontecimiento
decisivo en el avance de las investigaciones referentes
a la plasticidad (IABSE 1936). Por primera vez, en el
informe preliminar del congreso se presentaron ocho
ponencias sobre la teoria de la plasticidad, donde se
trataron temas relacionados con la resistencia de ma-
teriales en la formacion de rotulas plasticas y compor-
tamientos no-lineales en estructuras (figura 5).

De todas ellas cabe destacar la ponencia «7est Re-
sults, their Interpretation and Application» (Maier-
leibnitz 1936), donde Maier-Leibnitz utiliza para sus
experimentos una viga continua sobre tres apoyos so-
metida a la acciéon de una carga exterior, al mismo
tiempo que desplazaba hacia arriba o abajo su apoyo
central (figura 6).

Maier-leibnitz comprobd que al realizar el calculo
segun la teoria de la elasticidad el valor de las cargas
posibles dependia de la situacion del apoyo central.
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Figura 5
1936, IABSE Congress, Preliminary Report, Vol 2. Berlin.
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Figura 6
Articulo «Test Results, Their Interpretation and Applica-
tiony. (Maier-Leibnitz 1936).
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K.W. Johansen y el calculo plastico de cascaras cilindricas

Sin embargo, al realizar el ensayo el valor de la carga
de colapso no se veia afectado por la diferente nive-
lacion de los apoyos. El colapso s6lo se producia
cuando se formaban un numero suficiente de rotulas
para constituir un mecanismo, independientemente
de las imperfecciones iniciales que pudieran existir
en la estructura.

Paralelamente, y ante la necesidad por establecer
principios teoricos que definieran la teoria plastica,
en la URSS se estaban realizando estudios sobre
plasticidad que resultaron ser cruciales. En 1936, el
ruso A. A. Gvozdev presenta una comunicacion
(Gvozdev 1936), en ruso, referente a la determina-
cion del valor de la carga de colapso para sistemas
estaticamente indeterminados, cuyo texto sentara las
bases de la teoria plastica (figura 7).

Gvozdev enumera tres condiciones que deben
cumplirse en el estado de colapso: condicion de equi-
librio, condiciéon de cedencia y la condicion de meca-
nismo, es decir, debe producirse algin tipo de meca-

AKAREMMA HAYK

OTALAEHNWE
g THION

ceer
TEXHMNNECR MY
-

HAYK

MATPYIXH A9 CTATH-
NECKH WEONPEAEAMMLIX CHCTEM, MPETEPNEBANMINK MAACTHYE-
CKME  RESOPMALDM
1 OLUME NOJOATNHE

Pacsr wecywsed o L, 1.8 o/
anasenoll o mends -
Py RN wOEET conr “Mm\ ALEEE srrmwiTE (PEAA PACWTOS () pumTe -
un soscrpyugel pmieog wed
s sansus wowet Gum m PANprTen) wOrAIE (Pt Maed -
Aimenm m TECPEE FEPYTOSTE Swis AN RpyBaes s3TOPRANGS, CRAYNANE Eassery
Tysa snsorms 3o prapywssess,
lm-'v“nn TavaTemen samme P Itarane BOIYEER  (BoCofeoCTH LW
w WeTopue TONYT § BOCTRRCRSCY BONOTOS
PO mampemenmsro totves
o
Caoleran Towyvdre yaod-
nee BpURRCATS RO MATCPEI- c;
Are, & Mwestin, m) WOV 1,
P Aol i

it Cvewhi Coopymennd: wie- ﬁ( /

wewTy Aiwwss CTEpuEN, Bie-
weaty N, n-pun-q
" mee w
ey d\-nl !u- nﬂ-
g W T, B,
Whowy BaM spEwtstemE miAdl sewol
Dro craeet ocofwme Soeae, ihe OfpITETECY K PROCSMpEREES STPIIES
wwefacuol wearioferonncd Camn, Lusd fu snpeasinec CGENTh, VO wATE
Puay vaed Gatew womet Tew: SoRw wemet Tomas spuaTyps. Osame ssew-
(EmTE wENAY beswtamsd sirefosumro moweats Al 0 EMbemEue pUSGE Bl
PO &) orpasewssnemen ittt orsesd (fer. 1) Bemamaart, Yio seras
WOMENT S0 THI ST SeNOTOpore Mmewwns M = Al pedt Sefopuiunt spossesmT
=778 Ge) Mowestswd yomtmld. Mo rpafene swertid  LIpITEPEIY  BIoAINS
Te o B MelTesTeimoiTe, wori) wowest S0¢Terie! peawamis M o= A

FEMTEE MIWMTENAD pa T

APWITY RS mawansct tew, 4 8§ S0 TONM PIONPUBITON TROUgERA, BOCPCRRNG
CONPISINELES BMCOTY Cmitol somu. Mowtst Al womed epriessis mo op-
wyse A @ Joschrs. Pasenives

Mt
Epea rAANNET OO0 YEMSERE TewywiirE A maefiewer O KeNIOSIIONIGND M-
womt
*
Figura 7

Articulo. (Gvozdev 1936).
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nismo de deformacion que conlleve al colapso de la
estructura.

Por tanto, el problema residia en encontrar el valor
de la carga de colapso para la cual se satisficieran las
tres condiciones, deduciendo, de esta manera, los tres
Teoremas Fundamentales de la Teoria de la Plastici-
dad: teorema de la unicidad, teorema de la inseguri-
dad, o teorema del limite superior, y teorema de la
seguridad o teorema del limite inferior (Baker, Horne
y Heyman 1956). La relevancia del tercer teorema
fue tal que se convertiria en herramienta basica para
proyectar cualquier tipo de estructura, basandose en
posibles estados de equilibrio seguros y adecuada-
mente elegidos, tal y como estudi6 posteriormente el
profesor Jacques Heyman (Heyman 1967a, 1977b).

El analisis limite puede ser aplicado a cualquier
estructura que posea propiedades plasticas en ausen-
cia de problemas de estabilidad o de grandes defor-
maciones, por lo que las tensiones eldsticas se pue-
den despreciar; mientras que la ductilidad adecuada
del material garantiza la correcta redistribucion de
las tensiones, sin que se produzcan dafios en la es-
tructura o la rotura de ésta.

K. W. JOHANSEN Y LA APLICACION DEL ANALISIS
LIMITE A LAS CASCARAS CILINDRICAS LARGAS DE
CUBIERTA

A los dos hechos descritos anteriormente, referentes
a los avances producidos en los métodos plasticos,
hay que afadir un tercero en Dinamarca relativo a los
estudios llevados a cabo por el ingeniero danés K. W.
Johansen (Johansen 1944a, 1948b), y posteriormente
desarrollados por el también ingeniero danés H.
Lundgren (Lundgren 1949) y por el hungaro G.v.
Kazinczy (Kazinczy 1949).

En la literatura existente, antes de la publicacion
del libro Cylindrical Shell de H. Lundgren en 1949
(Lundgren 1949), no existian apenas escritos que tra-
taran la problematica del calculo estructural de las
cascaras cilindricas largas mas alla de lo especificado
por la teoria de la membrana o, sobre todo, por la
teoria de la elasticidad. Pero, aunque el estado «real»
de la cascara no se pudiera conocer, si se podia cal-
cular con gran precision su «resistencia», siendo ade-
mas muy insensible a las agresiones del entorno.

En este sentido, las aportaciones del ingeniero
Knud Winstrup Johansen fueron cruciales, puesto
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que marcara el origen de la aplicacion del analisis li-
mite a estas tipologias estructurales con un enfoque
plastico del equilibrio.

En 1944, K.W. Johansen (1901-1978), profesor y
doctor en Ingenieria de la Construccion y presidente
de la Universidad Técnica de Delft, publicod un articu-
lo en danés; referente al analisis y célculo estructural
de una cascara cilindrica larga completa y asimétrica
de hormigoén armado (Johansen 1944) (figura 8).

La cascara conforma la cubierta de un restaurante
construido en 1938, que cubria un espacio de 16m de
ancho y 36m de longitud; dividida ésta en dos vanos,
uno de 24m y otro de 12m, por medio de un tabique
dispuesto transversalmente (figura 9). En la cara nor-
te del edificio, la cascara se apoya en pilares, separa-
dos 3,2m, en la cara sur del edificio no existen sopor-
tes y en sus laterales se encuentra delimitada por dos
muros transversales.

SKALKONSTRUKTION PAA RADIOHUSET
BEREGNING 0G FORSDG

BIRETNING FEA LARORATORIET FOR BYGNINGISTATIE
VED K W JOHANSEN

Indledning.
Shallen drkker over Revtauratiossbygninges, der ligger oven pas Seadies
blokken i Radichuser')
Revtsnranien or ot Rum pas M m's Longde og 16 m's Bredds: dernd
weder Kehhonet, dor har somme Brodde. men beis Langde ks or 12m:
disse %0 Kum o overdabbet med den | Fig | viwe Shallonstraktion, der
bares of de 1o Gavle og Mellemvmggen same Lings den moedre Langvieg
o en Rabhe Sejler. hvin indbyrdes Afstand o 3.2 m | den sydige Lang-
vag er der ingem Und g m“" -ﬂG-;-I‘
dobbel, idet der shulde snbrmges on L de Ve
Skallen, hnl!mnkhﬂnl‘lnnt-m der bestaar
af en Corkelbut ABD med Radin 921 m. som § Toppen B uagrres of
Cubkelbuen BC med Radis 14.0 m. Ved det redinede lodreme Stykhe CD
lubkes Tvarmrwt; devoden Bodes der | bver Side en vandeet Flg.
Sﬂmh-whﬂ:nlvhdmhﬂﬂhhmﬂlwﬂ-nrm
tworien. men kiwver ot ret hompl ™) rboyde. T
lige feruduenes herved en Shal of bomogest Muterale Shallen dimensos
serer derefrer sasbedes, st dev indlogges Jom ol Optagelse of Trakspans
dingerne, men | Stedet for st regae med den 6l Deformationerne yvarende
Jermpandag (hvilket vilde vare mepet wronsmick ). regues med den
Mh]m-mwfm Dumenuonrnagen yvas
mmmmuh af

ﬂ:-l.,-—mgm-mhmm.mw-m
o Radoheset indbefanet on bort Omials of Sules oy dons Deragning.

Figura 8
Articulo. (Johansen 1944).
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Figura 9
Statsradiofonien. 1946. «Radiohuset: den Danske Statsradi-
ofonis nybygning i Kobenhavny. Akademisk Arkitektfore-

La seccion transversal de la cubierta, de 12cm de
espesor, es aproximadamente cilindrica, pero contiene
un canal de ventilacioén en su interior. Esta seccion se
modeliza por medio de un arco de circulo ABD, de ra-
dio 9,22 m. En el punto B, de dicho arco, toca tangen-
cialmente otro arco de circulo BC, de radio 14m., a su
vez en el punto C parte un tramo recto vertical CD,
quedando asi cerrada la seccion junto con un talon de
hormigén a modo de marquesina (figura 10).

Método de analisis.

Las hipotesis previas establecidas por Johansen fue-
ron (Johansen 1944):

1. Modelizar la seccion transversal de la cascara,
dividiéndola en dos partes debido a su desigual
comportamiento estructural.
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Figura 10
Definicién geométrica de la seccion transversal de la casca-
ra cilindrica larga. (Johansen 1944)

La parte de la céscara considerada cerrada y de-
finida por los puntos B, C y D, debido a su rigi-
dez, Johansen asemeja su comportamiento al de
una viga de hormigoén. Por otro lado, la parte
definida por los puntos A y B, debido a su baja
rigidez a flexion, la considera similar al de una
membrana. Por lo que el valor de las reacciones
obedecera a la expresion:

S =Prcosa [1

2. La segunda hipdtesis consiste en no tener en
cuenta la contribucion a traccion del hormigon;
mientras que la tension admisible de las arma-
duras correspondera a la de fluencia entre un
coeficiente de seguridad.

3. Por ultimo, Johansen sefiala que, en condicio-
nes estaticamente indeterminadas, los momen-
tos se distribuiran en conformidad con la arma-
dura dispuesta.

Cilculo longitudinal de la cascara

Considerando un valor para la carga permanente de
340 kg/m2 y para la variable de 100 kg/m2, el valor
de la resultante seria L= 9,18 t/m, actuando a una
distancia de 1,06 m del punto B (figura 11).

Actas Vol. 2.indb 1013

1013

Figura 11

Representacion de fuerza exteriores e interiores en la sec-
cion transversal de la céascara cilindrica correspondiente al
momento positivo. (Johansen 1944).

Las reacciones en los pilares seran de valor 2,70
t/m [1], para un angulo a=48,62° y cuyas componen-
tes vertical y horizontal, seran:

S,=2,00t/my S,=180t/m

Combinando la componente horizontal, en un poli-
gono de fuerzas (parte derecha superior de la figura
11), con la resultante de las fuerzas exteriores L, se
obtiene la resultante oblicua de valor P=7,40 t/m.

Mientras que la parte de la cascara definida por los
puntos A y B se apoya en pilares, la otra parte de la
cascara, definida por los puntos B, C y D, posee su
extremo libre. Esta parte de la cubierta esta constitui-
da por dos vanos; donde cada uno de ellos queda de-
finido por el muro transversal extremo y el tabique
ubicado en la parte intermedia del edificio.

Como resultado de estas caracteristicas, se propo-
ne calcular la primera parte de la cascara como si de
una viga continua de hormigén de dos vanos se trata-
ra, respetando las caracteristicas del material estruc-
tural utilizado. Aqui es donde reside realmente la
sencillez y validez del método propuesto puesto que
el momento de empotramiento vendria definido por
la sencilla expresion:

M =740t
32

emp

. (24m)" = 400m 2]

Debido a que la seccion transversal de la cascara
no tiene capacidad para resistir momentos de torsion,
circunstancia comin en las secciones abiertas, la fi-
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bra neutra debe situarse respondiendo a una unica
premisa: que la resultante de las fuerzas tangenciales
tenga igual magnitud y direccion opuesta a la resul-
tante debida al cortante Q; que por otra parte debe
ser igual al valor obtenido para la resultante oblicua
de las cargas. Es decir, partiendo de una condicion de
equilibrio de fuerzas, se puede establecer la ubica-
cion de la linea neutra obteniendo una solucién al
problema estructural pero no la unica. Una vez situa-
da se puede determinar sin dificultad el area de re-
fuerzo necesario, asi como la tension del hormigén y
la tension tangencial.

El punto situado a mayor distancia de la fibra neutra
es el punto denominado B’, por lo que ese punto po-
seera la maxima tension a compresion. Por otro lado,
se colocan barras de refuerzo en el contorno de la cas-
cara, situdndolas en los centros de masas Ta 'y Td.

Posteriormente se procede a calcular el mddulo, la
direccion y el punto de aplicacion de la resultante de
las tensiones de compresion N, correspondiente a un
valor de N=193 t.

El punto de aplicacion se obtiene por la intersec-
cion de dos rectas; una, la recta que une las resultan-
tes de las tracciones, es decir la recta Ta-Tb; mientras
que la segunda es una recta paralela a la direccion de
Q, y que pasa por el punto B’, es decir resultante de
las compresiones.

La distancia entre los puntos B’ y T determina el
brazo de palanca entre el par de fuerzas, constituyen-
do una distancia de 1,9 m. Por lo que el valor del
momento sera de:

M =193¢-1,90m = 367tm [3]

En resumen, el esquema de calculo, basado en la
obtencion de sucesivos resultados por equilibrio de
fuerzas, es el siguiente:

1. Obtencion del valor de las cargas exteriores.

2. Célculo de los momentos flectores, positivos y
negativos.

3. Obtencion de la ubicacion de la fibra neutra en
la seccion transversal de la cascara por equili-
brio de fuerzas.

4. Célculo de la tensién maxima de compresion
del hormigoén.

5. Obtencion de los valores de las fuerzas norma-
les, de traccion y compresion.

6. Calculo del refuerzo longitudinal en la céscara.
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Calculo transversal de la cascara.

En primer lugar, es necesario obtener el valor de la
resultante de las fuerzas tangenciales.

Para ello, se puede comenzar aplicando la teoria
del tirante; donde las fuerzas normales en la direc-
cion de la cascara Nx se sitiian concentradas en una
unica generatriz, que se denomina tirante, y aplicadas
en el centro de masas de la zona en cuestion; mien-
tras que las fuerzas tangenciales Nxq, de la seccion
transversal de la cascara, se mantendrian constantes
dentro de cada intervalo existente entre dos tirantes.

Al dividir la seccion transversal de la cascara ana-
lizada en tres arcos diferentes: AB’, B’D y B’CD, se
denominaran las fuerzas tangenciales:

H,H.,H,,
siendo la resultante de cada una de ellas seria (figura
11):
9,3H,.2,5H, y 3,0H,
Al descomponer la fuerza transversal Q, o fuerza
cortante (poligono de fuerzas situado en la parte su-

perior izquierda de la figura 11), de acuerdo con esas
tres resultantes se obtiene el valor:

b 20770 0,640

=0,083Q H, =

> >

4
0,59Q=0’197Q [4]

=0,2560

H =

D

i

Dado que el brazo de palanca es de 1,90 m, enton-
ces:

H=HA+HC+HD=W [5]

De igual manera, realizando cortes inicamente por
Ta y Td, se obtiene:

0 T,
=< _.24-0,097 6
171,90 T o 1
H,=02430 y H,=0,1870

De esta manera, se asegura la exacta ubicacion de
la fibra neutra.
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Del mismo modo se actuaria para las secciones
transversales de la cascara correspondientes a la ubi-
cacion de momento negativo.

Calculo de los momentos transversales:

Al seccionar un elemento de la cascara, de longitud
dx en la direccion de la generatriz de la cascara y de
anchura ds, ortogonal a la anterior, se observa como
en ¢l actua la resultante de las tensiones tangenciales
H, debidas a la accion de las cargas exteriores. Como
la resultante de las tensiones tangenciales H, es pro-
porcional a la fuerza transversal, o cortante Q, las ten-
siones tangenciales t deberan ser igualmente propor-
cionales a las cargas exteriores, es decir:

90

2 - p=74t/m (7]
ox

De acuerdo con los valores anteriormente calcula-
dos para las fuerzas tangenciales, los valores de las
tensiones tangenciales t serian:

Para el tramo AB:

t,=0,097-7,4=0,72t/m’ (8]
Para el tramo B””’C:
1,=0,243-7,4=1,80t/ m* [9]

Para el tramo B”’D:

t,=0,187-7,4=1,38t/m’ [10]

Como t no varia a lo largo de la longitud de la cas-
cara, los momentos tangenciales también seran cons-
tantes a lo largo de dicha longitud (figura 12).

Momento transversal debido a la fuerza tangencial
t, (figura 12.6):

m, = j:(r—rcos(¢—0))~t-rd9 =
[11]
= j:rzt[l—cos(¢—9):|d9 = ((p— sin(p)tr2

Momento debido a la carga exterior P (figura 12.7):
m, =—proz

[12]

Y, por ultimo, el momento debido a la reaccion en
los soportes (figura 12.8):

mg=S,r(1—cosp)—Syrsing  [13]
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Figura 12
Obtencion de los momentos tangenciales. (Johansen 1944)

En definitiva, el momento resultante vendra dado
por la suma de los tres momentos anteriores, es decir:
m¢=mt+m1,+ms [14]
Por tanto, el analisis transversal de la cascara es
resuelto de manera sumamente sencilla:

1. Calculo de las fuerzas transversales y su ubica-
cién en la seccion transversal de la cascara.

2. Calculo de los momentos transversales debidos
a los esfuerzos tangenciales, a la carga exterior
y a las reacciones en los apoyos.

Con todos estos datos la obtencion de la armadura
necesaria en la cascara es inmediata.

Por tanto, mediante una apropiada seleccion del
momento como de la fuerza transversal, o cortante, en
el tramo CD, todo ello realizado con un enfoque plas-
tico del equilibrio de las fuerzas, se pueden llegar a
obtener momentos resultantes en B’ y B de igual
magnitud, de igual manera a como se actuaria en una
viga.

CONCLUSIONES

La teoria elastica de cascaras, desarrollada en el de-
cenio de 1930, resultdé practicamente inaplicable al
ser incapaz de dar una imagen, ni siquiera aproxima-
da, del comportamiento estructural de las cascaras ci-
lindricas largas de cubierta.

Un marco tedrico mucho mas adecuado resultd ser
el analisis a rotura. Aunque el estado «real» de la es-
tructura no se podia conocer, la resistencia de ésta si
se podia calcular con precision; siendo, ademas, muy
insensible a las supuestas imperfecciones de fabrica-
cidn y ejecucion o a pequefias variaciones en las con-
diciones de contorno.
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En este sentido, los estudios iniciados por el inge-
niero danés K.W. Johansen marcaron el origen de la
aplicacion del analisis limite al calculo estructural de
las cascaras cilindricas largas, con un enfoque plasti-
co del equilibrio, permitiendo aplicar un céalculo sen-
cillo y seguro.

El estado de equilibrio en la céscara se consigue
por medio del traspaso de esfuerzos de las zonas mas
solicitadas a las que lo estan menos; todo ello, de-
pendiendo de la geometria transversal de la cascara,
la ubicacion de la fibra neutra y las diferentes dispo-
siciones que se elija para la armadura. Por tanto, este
estado de equilibrio es una solucion al problema,
pero no la tnica.

Al abandonar la busqueda de la solucion «inica»
para la céscara, se concluye que el aspecto esencial
del analisis limite es la aplicacion del «enfoque del
equilibrioy, principal corolario del Teorema Funda-
mental de la Seguridad. De esta manera se obvia
consideraciones referentes a compatibilidad y defor-
macion en la cascara.
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